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Els forats negres en la teoria de la relativitat classica

Francesc Fayos i Vallés *

Departament de Fisica Aplicada. ETS d’Arquitectura de Barcelona. UPC

Introduccio

En els darrers 25 anys, una hona part dels investigadors
en el camp de la relativitat general (RG) han treballat
en la teoria matematica, o en la teoria [isica dels forats
negres (FN) (Novikov, 1989). Ja es compten per milers
els articles apareguts en revistes especialitzades d’abast
internacional. Desenes de llibres monografics s'han es-
crit, 1 el topic FN apareix a tots els “llibres de text”
d'RG (Misner, 1973).

Parallelament, els astrofisics tenen el model FN
com un candidat permanent per donar explicacid
d’importants fenomens que no poden ser explicats fins
ara d’altra manera. En ser considerat com un dels possi-
bles estats finals de les estrelles, interessa a tots acquells
estudiosos de 'evolucid estellar. Capag d’alliberar una
gran quantitat d’energia, se’l té com a possible dltima
ratio de la gran activitat radioactiva del nucli de certes
galaxies (Rees, 1991).

Malgrat que no es té la definitiva evidéncia observa-
cional dels I'N i dels problemes teorics que aquest model
arrossega, creiem que la teoria classica dels FN continua
sent un instrument important a tenir en compte per en-
tendre millor el mdn fisic que ens envolta.

En aquest treball, després d’'introduir el tema en el
marc de 'RG, mostrarem els models matematics i les
propietats fisiques més importants del FN. (No farem
esment de tot alld referent a la termodinamica i a la
mecanica quantica dels FN que hauria, en tot cas, de ser
objecte d’un altre treball.) Finalment donarem, de man-
era breu, noticia de les evidéncies observacionals que es
tenen fins ara sobre l'existéncia dels FN.

La relativitat general

El model FN neix a la llum de la relativitat general
(1915) d’Albert Einstein (Einstein, 1922), la teoria de
la gravitacié que ha superat amb exit tots els tests
coneguts i que a la vegada no conté parametres ajusta-
bles. Aquests fets la doten actualment d'una primacia
absoluta sobre altres teories competidores.

La teoria posseeix els limits correctes: per a camps
gravitatoris poc intensos i petites velocitats coincideix,
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en una primera aproximacio, amb la gravitacié de New-
ton; en els sistemes de referéncia locals en caiguda lliure
és valida la relativitat especial.

La teoria de I'RG s’escriu en el llenguatge de la geo-
metria diferencial descoberta per Riemann (1854) en
generalitzar la teoria de superficies de Gauss (1827), es-
tructura que a la vegada fou desenvolupada per Ricci
(1887) i Levi-Civita, entre altres. La podriem resumir
com segueix: L'espai-temps és una varietat riemanniana
M, sobre la qual hi ha delinit un tensor meétric g. La
curvatura de Pespai-temps esta relacionada amb la dis-
tribucié de matéria-energia per les equacions d'Einstein
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on gap son les components del tensor métric en una
base (coordenada) arbitraria; R.s3. les components del
tensor de Ricci que s’obté a partir de g 1 les seves
derivades primeres i segones; R la seva curvatura es-
calar; 1 T3 s6n les components del tensor impuls-energia
en aquesta mateixa base (G 1 ¢ representen respectiva-
ment la constant de gravitacié universal i la velocitat de
la llum). Aixi les propietats geométriques del continu
espai-temps, expressades pel tensor metric g, queden
determinades per la distribucié de la matéria i I'energia
sobre aquest (T),,).

Les equacions d’'Einstein peden ser considerades
com un sistema d’equacions diferencials no-lineals en
derivades parcials de segon ordre en les components
del tensor metric. Al segon membre apareixen les fun-
cions corresponents a la concreta distribucié de materia-
energia font del camp. Finalment, per tancar el pro-
blema, caldrad donar Pequacié d’estat de la mateéria-
energia que genera el camp.

Trobar solucions exactes de les equacions d’Einstein
és en general una tasca molt complicada. Un bon nom-
bre d’elles s’han pogut trobar imposant que la solucié
exhibeixi una certa simetria, i/o en la regié de 'espai-
temps, que és fora d’on estan situades les fonts (7)., =
0).

Perd, a més de superar tots els tests coneguts, 'RG
és també una eina que permet donar explicacio de nom-
brosos fendmens en els quals la gravitacié fa un pa-
per rellevant. Aixi han nascut noves branques del co-
neixement anomenades astrofisica relativista i cosmolo-
gia relativista. Fendomens com les lents gravitatories,
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els ultims estadis de 'evolucié estelar, els pulsars, els
quasars i I'evolucié de 'univers, els forats, Grand atrac-
tor, la radiacié de fons en microones, tenen la seva ex-
plicaci6 en el marc d’aquesta teoria.

D’altra banda, I'RG no neix tant per explicar 'aveng
anomal del periheli de Mercuri, cosa que no havia pogut
fer la teoria de la gravitacié universal de Newton, sind
com un intent de superar les profundes contradiccions
formals entre la mecanica i l'electromagnetisme, i la
gravitacid, en el comengament del segle XX. Aix{ es
pot entendre que aquesta hagi estat tan fructifera en els
camps ja mencionats i que a més hagi predit 'existencia
de fenomens totalment nous com sén les ones gravi-
tatories i els FIN.

Els forats negres de Schwarzshild

El terme FN fou introduit per John A. Wheeler el 1968,
si més no, la veritable historia d’aquest model de I'RG
comenga realment molt poc temps després que Einstein
formulés la seva teoria.

El 1916 Karl Schwarzschild obtingué la primera
solucié exacta amb simetria esferica de les equacions
d’Einstein corresponent al buit (7}, = 0) que presen-
tem a continuacio:
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En aquesta solucid, les funcions gag(2!) obtingudes de-
penen només de la variable r, que és interpretada com
una coordenada radial de manera que 'area de les es-
feres de radi constant r (i ¢ constant) és 47r?. Cada
punt de 'espai-temps quedara caracteritzat per 4 quan-
titats corresponents als valors que prenen les coorde-
nades {t,r,0,¢}, on i ¢ constitueixen les usuals coor-
denades angulars esferiques.

La primera interpretacié d’aquesta metrica la va fer
el mateix Schwarzschild en un treball posterior. Aqui se
I’associa al camp exterior creat per un cos esferic de radi
R i massa M constants, de tal manera que el parametre
m que apareix a la metrica ha de prendre el valor m =
GM/c* i a més cal que es compleixi que R > 2m. (En
aquest context m té una interpretacié natural, p.e. m
és de fet la massa del cos en unitats geometritzades.)
Per tal de completar la descripcié de tot l'espai-temps
caldria considerar una altra metrica associada al mateix
cos per r < R (figura 1). Es coneixen aquest tipus de
solucions com solucions interiors de Schwarzschild.

Altrament, la solucié de Schwarzschild, presa com
un tot, descriu un espai-temps molt peculiar. Es tracta
d’una solucié del buit i per tant no hi ha enlloc dis-
tribucié de materia-energia. De ’analisi matematica de
les components del tensor metric es pot veure que exis-
teixen zones on la metrica és singular: » = 0, i la hiper-
superficie r = ry, = 2m (a la quantitat r; se 'anomena
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Figura 1: Interpretacié estandard de la solucié exterior de
Schwarzschild

radi gravitatori o també radi de Schwarzschild que per
al Sol és de 3 km i per a la Terra d’ 1 ¢cm). Finalment,
en la regié r < 2m, la coordenada t té un caracter espa-
cial i r temporal, contrariament a alld que succeeix en
la regio r > 2m i al que d’altra banda estem habituats.

La interpretacié de la metrica donada per Scharz-
schild neix, entre d’altres coses, per tal d’obviar tots
aquests comportaments anomals i aleshores incompren-
sibles. Ha calgut fer un llarg cami per esbrinar comple-
tament els significats fisic i matematic d’aquesta solucié.
No és fins ben avancada la segona meitat del segle
que, amb els treballs de Synge(1950), Kruskal(1960) i
Novikov (1964) entre d’altres, aquest cami es déna per
finalitzat. A la llum d’aquests treballs mostrarem a con-
tinuacié algunes propietats de la metrica que ens con-
duiran a la formulacié del model FN.

Bs molt util, per assolir el nostre objectiu, considerar
un conjunt d’observadors, dotat cadascun d’'un sistema
de regles i rellotges amb els quals mesuraran (en el seu
entorn) distancies i intervals de temps. Més precisa-
ment, siguin A i B dos d’aquests observadors situats en
repos, junts i lluny de 7 = 0 en un moment donat. Sigui
R 4 un rellotge solidari amb l'observador A amb el qual
aquest mesurara intervals de temps, i Rp un altre rel-
lotge identic a l'anterior associat a B. Farem que A ro-
mangui immobil mitjangant algun sistema de propulsié,
mentre que a B el deixarem caure lliurement en direccio
radial envers r = 0 sota 1’accié del camp gravitatori.

L’observador B veurd com ell mateix es va acostant,
cada cop més rapidament a ’esfera de radi rg, la travessa
en un temps finit (mesurat per Rp), i continua viatge
envers r = 0. Contrariament, A veurd que, a mesura
que passa el temps, B s’acosta al punt de coordenada
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radial 7, pero de tal manera que ho fa cada cop més
lentament d’acord amb les mesures que li subministra
R4. A dira que caldria un temps infinit per tal que B
creués l'esfera de radi rs. Aixi, sorprenentment, A mai
veura com B creua 'esmentada superficie.

Sigui ara un tercer observador C situat en un instant
determinat a linterior d’aquesta esfera de radi rs. C
comprovara que de cap manera pot sortir fora d’aquesta
superficie. I encara més, que cap particula ni senyal que
ell pugui enviar pot travessar-la.

Les experiencies d’aquests tres observadors illustren
en part el caracter de I'espai-temps associat a la solucio
de Schwarzschild. Existeix una regié de l'espai-temps
limitada per la 3-esfera de radi r; en la qual el camp
gravitatori és tan fort que res, ni la llum, pot es-
capar a través de la seva superficie. Aquesta superficie
s’anomena horitzo d’esdeveniments, i aquesta regié, FN
de Schwarzschild. L’estructura causal que es deriva
d’aquesta geometria és clara: res del que succeeix a
Iinterior del FN pot influir causalment en els esdeveni-
ments exteriors:

La pregunta que ens formulem és si objectes reals
podrien tenir associada aquesta geometria. Els tre-
balls d Openheimer i Volkov, Landau, i Chandrassekhar
mostraren en la decada dels trenta que estrelles amb
masses de 'ordre de la del Sol, en esgotar el seu com-
bustible nuclear, poden assolir un estat final d’equilibri
com nanes blanques o estrelles de neutrons: estrelles
fredes superdenses amb radis de només algunes vega-
des el radi gravitatori i amb valors maxims per a la
massa de 1.4 1 0.75 vegades la massa del Sol respectiva-
ment . Tanmateix, per a masses més grans que aquests
valors maxims un estat d’equilibri tal és impossible i
I'estrella hauria de collapsar indefinidament incapag de
contrarestar I'efecte de la propia atraccié gravitatoria de
les particules que la formen.

La primera descripcié del collapse d'una estrella que
esdevingués FN fou formulada per Oppenheimer i Sny-
der (1939). En el model proposat, extensié dels models
estatics esmentats anteriorment, una esfera de radi va-
riable amb el temps, associada a la superficie de I'estrella
collapsant, divideix l'espai-temps en dues regions. La
geometria exterior ve representada per la metrica de
Schwarzschild, mentre que per a l'interior es proposa
la metrica associada a un fluid perfecte sense pressié i
en moviment radial collapsant sota la propia atraccio
gravitatoria. De ’analisi del model proposat es dedueix
que si la massa de 'estrella supera un cert valor critic,
aquesta collapsara irremissiblement i es concentrara fi-
nalment a la zona r = 0. S’haura format un FN definit
per la metrica de Schwarzschild.

Més amunt hem assenyalat que la metrica és singu-
lar tant en r = 0 com en r = 2m. Malgrat aquesta
circumstancia, 'assenyalada en primer lloc es diferehcia
de 'altra en el fet que 'invariant escalar del tensor de

Riemann de la metrica, 48m?/r9, es fa infinit en aquesta
zona, mentre que aixo no succeeix sobre 'horitzé. A la
llum del procés d’evolucié estelar descrit anteriorment
podem donar una “interpretacié” d’aquesta singularitat.
En Pestadi final del colapse, tota la massa de 'estrella
es trobaria concentrada en r = 0. Alli la densitat de
materia es faria infinita, com també el camp gravitatori
i per tant es pot comprendre el perque tant la metrica
com l'invariant escalar del tensor de Riemann es fan in-
finits. Tanmateix, i a diferencia d’allo que succeeix en el
cas newtonia, que la curvatura es faci infinita vol dir que
en aquest punt ’espai-temps desapareix i que, per tant,
no son inaplicables les lleis de la fisica, cosa que, d’altra
banda és fortament desagradable per a un model que
pretén descriure objectes astrofisics reals. Es diu llavors
que la geometria té una singularitat essencial en r = 0.

Perd no s’acaben aqui els problemes del model. FEl
procés de collapse es veu de manera diferent per dife-
rents observadors. Situem ara ’observador B sobre la
superficie de l'estrella. D’acord amb allo dit anterior-
ment, A veuria que la superficie de D'estrella tarda un
temps infinit a creuar I’horitzé. Si estenem els resul-
tats de les mesures de A a tots els obsevadors que “vi-
uen” fora del FN podem concloure que tota la fisica
que aquests puguin fer, succeira abans que l'estrella es-
devingui FN. Aixo és clarament un problema que afecta
Uinteres del model. Tanmateix aquest problema pot
obviar-se (pero no resoldre’s) ja que, a efectes practics,
els observadors exteriors deixaran de detectar cap ra-
diacié provinent de la superficie de lestrella quan el
collapse es trobi en un estat prou avangat. Aclarirem
aquest darrer concepte mitjancant les experiencies dels
observadors A i B abans esmentats.

L’observador A -dedueix que el rellotge R de B va
més espaiat que el seu. Dit d’una altra manera, si B
emet polsos de llum a intervals regulars, A els rep a
intervals més llargs. Si el que emet B és un raig de
llum monocromatic cap enfora, A rep el senyal desplacat
al vermell. A causa de I'enorme camp gravitatori que
en aquests ultims estadis d’evolucié s’assoleix a la vora
de Destrella, la radiacié electromagnetica (llum visible,
raigs X ...) provinent de la superficie sofrira un corri-
ment al vermell tan gran que la intensitat (proporcional
al quadrat de la freqiiencia) mesurada per qualsevol ob-
servador sera molt i molt petita, i fara “de fet” l'estrella
invisible.

Els forats negres de Kerr i Kerr-Newman

El periode seguent de la historia dels FN comenca quan
Roy P.Kerr descobri una solucié que descriuria el camp
gravitatori d'un FN en rotacié (1963) (també anome-
nada meétrica de Kerr) que presentem a continuacio:
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Figura 2: Els horitzons, ergoesfera, Iimit estacionari i eix de simetria en la métrica de Kerr
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En aquesta solucid, les funcions gog(z#) obtingudes no
depenen de les variables t i ¢, de manera que la metrica
exhibeix un comportament estacionari i assimetric. Cal
remarcar també que la solucié és invariant sota la trans-
formacié t— — t,¢— — ¢. AixO suggereix que el camp
de Kerr pot descriure una font girant al voltant de I'eix
z. A més, quan a = 0, p.e. quan el moment angular es
fa zero, es recupera la solucié de Schwarzchild. Llavors
m pot associar-se a la massa de la font, mentre que el
producte am, al seu moment angular.
La solucié presenta una singularitat essencial en
forma d’un petit anell en pla equatorial, i dos horitzonts
d’esdeveniments en '

r=ry =mEv/m?—a?

A=0igr=0c0enr=ri.

En el limit a =0, ry =7_ = 2m.

Una de les novetats que apareix en aquesta solucié és
I’anomenada ergoesfera. Aquesta és la porcié de U'espai
delimitada entre r i la superficie d’equacio6

re =m +v/m? — a2 cos? 0.
Es pot visualitzar la disposicié relativa d’aquestes su-
perficies a la figura 2.

Es facil demostrar que dintre de I’ergoesfera totes les
particules o rajos lluminosos es veuen obligats a girar en
el mateix sentit que ho fa la font independentment de

les condicions en que hi han accedit. Per aquest motiu
a la superficie r, se 'anomena també Iimit estacionari.

Una de les propietats més important de la solucié de
Kerr és la que es deriva de l'existencia de Iergoesfera.
R.Penrose (1969) idea un experiment imaginari, anome-
nat procés de Penrose, en el qual una particula pene-
tra a l'interior d’aquesta regié i alli es parteix en dues
parts, de tal manera que una d’elles (amb energia nega-
tival) cau cap endins de 'FN i l'altra escapa fora del
limit estacionari amb una energia superior a la de la
particula inicial. Aquesta circumstancia revelaria el fet
que és possible extreure energia dels FN de Kerr (figura
3).

Christodoulou incidiria en el tema postulant que
només és possible extreure la part rotacional de I’energia
total del FN de Kerr (1970), fent possible que, mit-
jancant una cadena de processos de Penrose, un FN
de Kerr esdevingués un FN de Schwarzschild amb una
massa que no podria ser més petita que un cert valor,
anomenat massa irreduible. El quadrat d’aquest valor
coincideix amb el valor de 'area de 'horitzé r4 de 'FN
original dividit per 16m. Finalment Hawking (1971) de-
mostra que sigui quin sigui el procés en que un o di-
versos FN de Kerr es trobessin immersos (fins i tot la
colissié d’alguns d’ells), la suma de les arees dels re-
spectius horitzons no podia decréixer.

Malgrat que el procés de Penrose no havia tingut
una motivacié astrofisica, ja des de la seva formulaci6
s’ha intentat utilitzar-lo fonamentalment per explicar
el fenomen de la superradiacié dels nuclis de certes
galaxies. A mitjan de la passada decada un grup
d’investigadors de I'India (Dhurandhar, Dadhich i col-
laboradors) proposaren una variant del metode. En
aquest model es considera que si el procés té lloc en un
FN immers en un camp magneétic (que es creu que exis-
teix en el centre de les galaxies), aquest és altament efi-
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Després

FORAT NEGRE

Figura 3: Representacid del procés de Penrose. L’increment
d’energia de la particula emergent és degut a la disminucié
d’energia rotacional del forat negre

cient. Tenint en compte aquest fet, varen descriure amb
exit el mecanisme d’extraccié d’energia que expliqués el
fenomen esmentat.

Considerem ara el cas ideal, en el qual una estrella en
rotacid té com a camp exterior el de Kerr. Intuitivament
podriem pensar en un objecte esféric o bé ellipsoidal
com a font d’aquest camp. Aixi; si l'estrella tingués una
massa 1 un moment angular adequats, podria collapsar i
esdevenir un FN de Kerr, de manera més o menys sem-
blant al colapse esferic. Malgrat els enormes esforgos,
no es coneix fins ara un interior de la métrica de Kerr;
no sabem ni tan sols si existeix. Per tant no es pot fer
una descripeié del colapse d’una font en rotacié. Mal-
grat tot, es parla de FN de Kerr com el model associat
aun FN en rotacid, definit per la metrica de Kerr, amb
les propietats i les caracteristiques que hem enumerat
més amunt.

Poc temps després que Kerr publiqués la metrica que
porta el sen nom, E.T. Newman i colaboradors varen
obtenir una nova solucid, generalitzacid de 'anterior,
coneguda pel nom de métrica de Kerr-Newman (1965),
que representa el camp creat per un FN en rotacid i
carregat. La solucié depén de tres parametres, m, a, @,
que s'associen a la massa, moment angular per unitat
de massa i carrega del FN. Si @ = 0 es recupera la
solucid de Kerr, mentre que si @ = 0 s’obté 'anomenada
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solucié de Reissner-Nordstrom (1918) corresponent a un
FN estatic de massa m i1 carrega constant igual a Q).
D’altra banda, es creu que els IN seran essencialment
neutres per la possibilitat que tenen de compensar una
certa carrega neta en un moment donat per I'acrecié de
carrega de signe oposat que hi hagi al voltant de I'horitzd
i la repulssio de la del mateix signe. Tanmateix, en
certs estadis de l'evolucid estellar una petita quantitat
de carrega pot tenir interessants conseciiencies que no
descriurem acui.

Teoremes dels forats negres

Tots aquest suggerents resultats parcials foren reunits i
generalitzats i formen el que ara es coneix com teoremes
dels FN. _

Recordem que horitzé actua com una membrana
unidireccional. Particules i radiacions poden travessar-
lo procedents de 'exterior. Cap particula ni radiacié pot
emergir del seu interior. Considerem que un determinat
conjunt de mateéria i energia colapsa formant un FN.
Quan s’arribi a un estat estacionari, quina podra ser
la métrica de I'FN resultant si la configuracid inicial és
arbitraria?

El teorema d’unicitat din que poc temps després de la
seva formacio qualsevol N esdevé estacionari, i llavors,
el camp que genera queda caracteritzat només per tres
parametres: la seva massa m, el seu moment angular
per unitat de massa a, i la seva carrega electrica (). Aixi
dones, la metrica de Kerr-Newman és la que descriura
la. geometria associada. Es pot justificar aixo pensant
que inicialment conviuen el recent aparegut FN amb una
distribucio fora de 'equilibri de particules i camps en el
seu exterior. Aquesta configuracié tendira a reordenar-
se de manera que hi haura radiacid que sera engolida
per 'EN i d’altra que s’emetra a U'infinit. Com que la
cquantitat inicial de mateéria i energia fora de 1'horitzd
era [inita a l'estat inicial arribard un moment en que el
procés acabara, 1 'FN esdevindra estacionari amb valors
estables de m, a i Q).

Un altre aspecte tractat al llarg d’aquest article és
Iexisténcia de singularitats en les meétriques estudiades.
Deéiem que era un problema desagrable el fet que solu-
cions que sén candidates a representar "iltim estadi de
I'evolucid estelar continguin una regio de lespai-temps
en la qual la seva curvatura es faci infinita i no siguin
alli valides les lleis de la fisica. Es oporti, doncs, fer-
se la pregunta: sén les singularitats la necessaria con-
seqiiencia del collapse gravitatori?

Els teoremes de les singularitats, d’aplicacid tant a
Pestudi de l'origen de 'univers, a la collissié d’ones gra-
vitatories, com al collapse gravitatori, ens diuen que si es
compleixen una serie de “condicions raonables” llavors
I'existéncia de la singularitat és inevitable. Obviament,
hi ha polemica encara sobre les hipotesis que es creuen
irrenunciables per tal de demostrar els corresponents




teoremes, i per tant sobre la validesa universal dels re-
sultats que se’n dedueixen.

Finalment, només ens manca afegir que el teorema
de I'area de Hawking enunciat per FN de Kerr és valid
també en el cas més general d’FN de Kerr-Newman.

Evidéncies observacionals

Observar directament un FN és practicament impos-
sible, només una gran sort ens podria permetre veure
com una estrella, amb una massa prou gran, desapareix
progressivament. Els astronoms els busquen en els ja
esmentats nuclis actius de galaxies i en els sistemes
d’estrelles dobles que tenen un component invisible, per
fer-ne una deteccié indirecta.

Des de fa 25 anys els astronoms saben que algunes
galaxies tenen un nucli central molt brillant i compacte,
la radiacié del qual no es deu a estrelles normals. s
va creure que era la gravetat la font d’energia, i que un
supermassiu FN (amb masses de l'ordre de 10° masses
solars) era el causant d’aquest intens camp gravitatori.
Aquest FN s’hauria pogut formar a partir del collapse
i lagregacié d’estrelles i nuvols de gas, en 'epoca de
formacié de les galaxies. Aquest atrauria altres es-
trelles i materia interestelar creant un remoli de gas al
seu voltant que s’acceleraria fins quasi la velocitat de
la llum. El fregament escalfaria el gas i el convertiria
en un plasma electricament conductor que crearia a la
vegada intensos camps magnetics als voltants de I'F'N.
La materia escalfada, densa i en presencia de l'intens
camp magnetic, radiaria intensament. Per aquest pro-
cediment, 'FN convertiria materia en energia amb un
rendiment 10 vegades superior al de les reaccions nu-
clears. S’han formulat diversos models per tal de quan-
tificar els complexos mecanismes que hem descrit; un
d’ells és el basat en el procés de Penrose descrit més
amunt. El descobriment d’aquests supermassius FN en
els centres galactics a més d’explicar aquests fenomens
podria incidir en les concepcions actuals de I’evolucié de
I'univers.
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